Муниципальный этап всероссийской олимпиады школьников по математике
Ханты-Мансийский автономный округ – Югра
  2010-2011 учебный год
Ответы и решения. 

7 класс. 

1. Один из вариантов разбиения на уголки: 

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


Комментарий. Приведен правильный пример – 7 баллов, нет примера – 0 баллов. 
2. Ответ: x = 5. 

    Первое решение. После сворачивания левой и правой частей получим 
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    x = 5.  

    Второе решение. В левой и правой части равенства стоят дроби с равными числителями   

    Так как дроби равны, то равны их знаменатели 2 : (3 : (4 : (5 : x))) = 2 : (3 : 4). Рассуждая  

    аналогично, получим  сначала 3 : (4 : (5 : x)) = 3 : 4,  затем 4 : (5 : x) = 4 и, наконец,              

   5 : x = 1 = 5 : 5. Откуда x = 5.  

Третье решение. Так как 1 : (2 : (3 : 4)) = 1 : (2 : (3 : (4 : 1))) = 1 : (2 : (3 : (4 : (5 : 5)))), то        

    x = 5.  

   Комментарий. Верное решение – 7 баллов, верный ответ с проверкой – 4 балла, верный  

   ответ без проверки – 2 балла. 

3. Ответ: 
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    Решение. По условию задачи 
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   Следовательно, 
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   Комментарий. Если в качестве А берется конкретное число, например 100, то минус 4 

   балла. 
4. Ответ: 1 снежный, 3 ясных и 27 дождливых.  

 Решение.  Так как в октябре 31 день и число снежных дней не больше ясных, то возможны следующие варианты: 

	№
	Число снежных дней
	Число ясных дней
	Число дождливых дней
	Всего

	1
	1
	1
	9
	11 < 31

	2
	1
	2
	18
	21 < 31

	3
	1
	3
	27
	31 = 31

	4
	1
	4
	36
	41 > 31

	5
	2
	2
	18
	22 < 31

	6
	2
	3
	27
	32 > 31


Из таблицы видно, что подходит лишь один вариант №3. В остальных вариантах общее число дней или меньше 31, или больше 31.  

Комментарий. Если не рассмотрены варианты 1 и 5, то минус 1 балл. 
5. Возможные расстановки знаков: 
((((9 + 3) 
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 (7 + 3)) 
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 5) / 6) =  100

(((9 + 3) 
[image: image8.wmf]´

 (7 + 3)) 
[image: image9.wmf]´
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(((9 + 3) 
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((9 + 3) 
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 (5 / 6))) =  100

((9 + 3) 
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 (7 + ((3 + 5) / 6))) =  100

(((((9 / 3) + 7) / 3) 
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(((9 / 3) + 7) + ((3 
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((((9 / 3) + 7) / (3 / 5)) 
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(((9 / 3) + 7) / ((3 / 5) / 6)) =  100

((9 / 3) + 7 + 3 
[image: image22.wmf]´

 5 
[image: image23.wmf]´

 6) =  100

(((9 / 3) + 7) / (3 / (5 
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 6))) =  100

8 класс.  

1. Решение. 
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2. Ответ: нет. 

Решение. Предположим, что такие числа существуют. Пусть A – одно из них, а число B получено из  A перестановкой первой цифры в конец.  Заметим, что перестановка цифры не увеличивает число разрядов, то есть в числах  A и  B  одинаковое число разрядов. Далее, согласно условию задачи, 
[image: image26.wmf]A
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, но произведение любого числа на 5 может оканчиваться только нулем или пятеркой. Поскольку исходное число не может начинаться нулем, то первая цифра в  A -  пятерка. Но в этом случае, число разрядов в числе 5A будет на единицу больше. Противоречие. 

Комментарий. Верное решение – 7 баллов, найдена первая цифра числа – 4  балла, отмечено, что сохраняется число разрядов – 1 балл. 
3. Возможные расстановки знаков: 

((((9 + 3) 
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 (7 + 3)) 
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 5) / 6) =  100

(((9 + 3) 
[image: image29.wmf]´

 (7 + 3)) 
[image: image30.wmf]´
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(((9 + 3) 
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 (5 / 6))) =  100

((9 + 3) 
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(((((9 / 3) + 7) / 3) 
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 (((9 / 3) + 7) + ((3 
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((((9 / 3) + 7) / (3 / 5)) 
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(((9 / 3) + 7) / ((3 / 5) / 6)) =  100

((9 / 3) + 7 + 3 
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(((9 / 3) + 7) / (3 / (5 
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4. Пример указан на рисунке.

[image: image46]
1. Ответ: Выигрышная стратегия есть у Малыша. 

Решение. Первым ходом Малыш прибавляет к единице пятерку, а каждым следующим своим ходом дополняет число, прибавленное Карлсоном до 13. Поскольку остаток от деления 2010 на 13 равен 6, то Малыш первым получит число 2010. 

     Комментарий. Если отмечено, что один игрок может всегда дополнить ход другого    

    до 13 – 2 балла. 
9 класс.  

1. Ответ: числа равны. 

Решение. Справедливо равенство 
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. Применяя его к сумме дробей, получим 
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      Комментарий. Верный ответ без обоснования – 1 балл. 
2. Решение. Для доказательства утверждения задачи достаточно проверить, что при любом натуральном  n  одно из чисел  
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  или  
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 оканчивается нулем. Для этого непосредственной проверкой убеждаемся, что если число  n  оканчивается цифрой 0, 1, 4, 5, 6, 9, то и число 
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 оканчивается той же цифрой, и,  следовательно, 
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 делится на 10. Если число n оканчивается на цифры 2, 3, 7, 8, то число 
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 оканчивается соответственно на  цифры 8, 7, 3, 2, и, следовательно, число 
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 делится на 10.  

      Комментарий. Отмечено, что оба числа делятся на 2 – 2 балла, рассмотрены не 

      все случаи – плюс 2 балла. 

3. Ответ: нет, не может. 

Решение. Пусть в треугольнике ABC  AB = BC, M – середина основания AC,   N – середина  BC,  О – точка пересечения медиан. Медиана равнобедренного треугольника, проведенная к основанию, является высотой и биссектрисой. Следовательно, 
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Первое решение. Так как точка O делит каждую из медиан в отношении 2 : 1 считая от вершины, и треугольник AOM  прямоугольный, то AO > OM, или  
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Второе решение. Опустим из точки N перпендикуляр на AC и основание этого перпендикуляра обозначим через L. Поскольку NL параллельно BM  и  N – середина  BC, то NL является средней линией в треугольнике  BCM, следовательно 
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. Но из прямоугольного треугольника  ANL   AN >
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4. Ответ: наименьшее значение равно 4 при всех 
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Первое решение. Разобьем  числовую ось точками 
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 на пять участков и найдем наименьшее значение данного  выражения на каждом из них. 

1) 
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 Выражение принимает вид 
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. Учитывая, что x отрицательное, наименьшее значение будет достигаться в точке 
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2) 
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. Здесь выражение имеет вид 
[image: image67.wmf]4

2

-

-

x

 и наименьшее значение принимает в точке 
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, которое равно 4. 

3) 
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. На этом промежутке выражение тождественно равно 4, то есть при всех значениях x из этого промежутка значение выражения равно 4. 

4) 
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. На этом промежутке наименьшее значение данное выражение принимает в точке – 3 и равно 4. 

5) 
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. Наименьшее значение данного выражения на этом промежутке равно 6. 

Таким образом, при всех 
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 данное выражение принимает наименьшее значение равное 4. 

Второе решение. Рассмотрим данное выражение как функцию. Поскольку графиком функции является ломанная, которая на 
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 и 
[image: image74.wmf]¥

+

 стремится к 
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 , то наименьшее значение она может принимать только в точках излома, то есть  в тех точках, в которых одно из выражений под знаком модуля принимает значение равное нулю. Проверяя значения функции в этих точках, находим, что наименьшее значение она  принимает в точках  -3 и -4. Так как на каждом участке, графиком функции является прямая, то на промежутке 
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 функция постоянна, то есть принимает наименьшее значение в каждой точке из этого промежутка. 

Комментарий. Найдено наименьшее значение только в двух точках – 4 балла. 

5. Решение. Предположим, что такой точки не существует. Рассмотрим произвольное множество из 2010 точек. Обозначим через  А ту из них, которая, согласно условию, соединена хордами со всеми остальными из этого множества, а через B – точку, которая не вошла в это множество. По предположению, точки A и B  не соединены хордой. Если в рассматриваемом множестве из 2010 точек мы заменим точку A на точку B, то в полученном множестве только  B может быть соединена хордами со всеми  остальными точками. В противном случае найдется точка, которая соединена хордами со всеми точками из этого множества и с точкой A, то есть со всеми отмеченными точками, что противоречит предположению. Следовательно, для точки A существует единственная точка  B , с которой она не соединена хордой, и для точки  B такая точка тоже единственная. Но это значит, что все отмеченные точки должны разбиться на такие пары не смежных точек, что не возможно ввиду нечетности числа отмеченных точек. 
10 класс. 

1. Ответ: При 
[image: image77.wmf]4

-

=

a

. 

Решение. Если уравнения имеют общий корень, то имеет решение система  уравнений 
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. Вычитая из первого уравнения системы второе, получим 
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 уравнение 
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 не имеет действительных решений. Следовательно, 
[image: image84.wmf]3

=

a

 не подходит. Если 
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Комментарий. Приведен ответ 
[image: image88.wmf]3
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 - 1 балл. Если выписываются корни квадратичных уравнений и рассмотрены все возможные варианты равенства корней с верным полученным ответом – 7 баллов, рассмотрены не все возможные равенства корней, но получен верный ответ -3 балла, в остальных случаях – 1 балл. 

2. Ответ: Да можно. Например 
	1000
	1010
	3010

	9050
	7030
	3020

	9040
	5030
	5020


      Достаточно поставить в угловой клетке 1000, а остальные клетки заполняются при  

      незначительном переборе. 

3. Решение. Обозначим через О – точку пересечения диагоналей четырехугольника. Так как точка X  лежит на срединном перпендикуляре к отрезку BD, то треугольник  BXD равнобедренный. Аналогично, треугольник  AYC  тоже равнобедренный. Тогда, 
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 как внутренние односторонние. Следовательно 
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Комментарий. Отмечены равнобедренные треугольники – 1 балл. 
4. Ответ: 
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Решение. Преобразуем выражение функции, перемножив крайние скобки и средние: 
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. Введем новую переменную 
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, наименьшее значение которого 
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 положителен, то такие 
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 существуют. 

Комментарий. Найден верный ответ с помощью производной – 7 баллов. 
5. Ответ: 24. 

Решение. Пусть в турнире участвовало n шахматистов. Тогда каждый из них сыграл ровно n – 1 партий. Поскольку все партии кроме одной каждый шахматист завершил вничью, то каждый из них сделал n – 2 ничьи. Тогда общее число ничейных партий равно 
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, так как в каждой партии участвуют два шахматиста. С другой стороны, общее число ничьих равно 264. Таким образом, имеем  уравнение  
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. Решая полученное квадратичное уравнение, находим два значения: 
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[image: image108.wmf]n

 - натуральное. 

Комментарий. Приведен правильный ответ и доказано, что других вариантов нет – 7 баллов. 
11 класс. 

1. Решение. Из условия задачи следует, что система уравнений 
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 имеет два решения. Вычитая из первого уравнения системы второе, получим 
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, откуда 
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. Так как второй множитель на области определения системы всегда положителен, то последнее уравнение равносильно уравнению 
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= 0, то есть  квадратный трехчлен 
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 имеет два корня. Тогда из первого уравнения системы следует, что эти корни являются корнями и квадратного трехчлена 
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. Так как старшие коэффициенты у квадратных трехчленов 
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 и 
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 равны, то и остальные коэффициенты равны, что следует из теоремы Виета.  

2. Ответ: 3375933. 

Решение. Так как сумма всех цифр равна 33, а сумма двух начальных цифр и двух последних цифр равна 12, то сумма оставшихся цифр равна 21. Следовательно, в этом числе еще не менее трех цифр. Так как число с суммой цифр 33 делится на 3, то для делимости искомого числа на 33 достаточно делимости на 11. Для поиска остальных цифр воспользуемся признаком делимости на 11.  Пусть искомое семизначное число имеет вид: 33abc33. Тогда a + b + c = 21, и a + c – b кратно 11, то есть равно 0 или 11. Равенство 0 не возможно, так как сумма двух цифр всегда не меньше 12, следовательно a + c – b = 11. Решая систему из двух уравнений, находим, что b = 5. Для a и c имеется две возможности: 8, 8 и 7, 9.  Наименьшее искомое число дает второй набор: 3375933.  

Комментарий. Найдено семизначное, но не наименьшее, число – 3 балла. 
3. Ответ: 
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Решение. Поскольку диагонали граней 
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 параллельны, то прямая 
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 параллельна плоскости 
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. Следовательно, линия пересечения указанных плоскостей параллельна прямой 
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. Поскольку отрезки параллельных прямых, заключенных между параллельными плоскостями равны, то искомый отрезок равен отрезку 
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Комментарий. Возможно геометрическое решение и методом координат. Арифметическая ошибка – минус 1 - 2 балла, Ошибки в построении, определении координат, нахождении уравнений прямой или плоскости – 0 баллов.  
4. Ответ: 
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       Решение. Так как 
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, то   

преобразуем неравенство к виду 
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. Сделаем замену 
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, тогда исходное неравенство равносильно системе 
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. Система верна для всех рассматриваемых t тогда и только тогда, когда функция 
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принимает на концах промежутка 
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 неположительные значения. Из условия 
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Комментарий. Если исходное неравенство сведено к квадратичному неравенству  относительно 
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 - 2 балла, учитывается только положительность дискриминанта и не учитывается ограниченность функции 
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5. Ответ: 120. Решение. Если расположить все цифры в убывающем порядке 

       9 8 7 6 5 4 3 2 1 0, то все требуемые семизначные числа получаются удалением из  

       этого списка трех цифр, не входящих в эти числа. Следовательно, число таких  

       чисел равно числу способов выбора трех цифр из 10, то есть числу сочетаний из 10 

       по 3: 
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Комментарий. Неверные попытки применения правила произведения и правила суммы – 0 баллов. 
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